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1

Uvod

Planarni grafovi predstav	aju znaqajnu vrstu grafova, kako zbog brojnih
objekata koji se �ima predstav	aju, kao xto su razliqite mape i mre�e, tako
i zbog mnogih svojstava koja oni imaju, xto proizilazi samo iz toga da se mogu
nacrtati u ravni tako da im se grane ne seku. Me�utim, nije uvek lak zadatak
odrediti da li je graf planaran ili ne.

Jedan od najbo	ih potrebnih i dovo	nih uslova za planarnost grafa do-
kazao je Kuratovski. Po �egovoj teoremi koja se mo�e koristiti za proveru
planarnosti, graf je planaran ako i samo ako ne sadr�i K5 ili K3,3. Pored
ove teoreme, za proveru planarnosti se mo�e koristiti i neki od algoritama
linearne slo�enosti.

Ocena hromatskog broja grafa je bila otvoren problem vixe od jednog veka.
U tom periodu je bilo i dokaza slabijih ocena, ali i pogrexnih dokaza, koji su
ipak vodili ka konaqnom rexe�u. Tako je Teorema o qetiri boje postala prva
teorema u matematici dokazana uz pomo� raqunara.

U ovom radu definixemo pojam planarnog grafa i pokazujemo osnovna svoj-
stva planarnih grafova. Potom dokazujemo teoremu Kuratovskog i opisujemo
algoritam za proveru planarnosti grafova. Na kraju rada dokazujemo Teoremu
o pet boja i navodimo postupak Apela i Hakena kojim je dokazana Teorema o
qetiri boje.
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Uvodni pojmovi

U ovom poglav	u navodimo osnovne definicije i tvr�e�a iz teorije gra-
fova.

Definicija 2.1. Graf G je ure�eni par (V,E) gde je V skup qvorova, a E skup
grana, gde va�i E ⊆

{
{x, y}|x, y ∈ V

}
. Red grafa G je |G| = |V |. Veliqina grafa

G je e(G) = |E|. U nastavku �emo granu {u, v} oznaqavati sa uv.

Definicija 2.2. Graf je prost ako u �emu ne postoji vixe od jedne grane
izme�u �egovih qvorova i ne postoje grane koje povezuju qvor sa samim sobom.

U nastavku rada podrazumevamo da su grafovi prosti.

Definicija 2.3. Kompletan graf Kn je graf kod kojeg je |V | = n i E =
{xy|x, y ∈ V, x 6= y}, odnosno postoji grana izme�u svaka dva qvora.

Definicija 2.4. Qvorovi x i y su susedni ako postoji grana xy. Susedstvo
qvora x je skup S(x) = {y|xy ∈ E}. Stepen qvora x je d(x) = |S(x)|.

Na osnovu stepena qvorova u grafu mo�emo lako izraqunati broj grana u
grafu.

Lema 2.1. Broj grana u grafu je |E| = 1
2

∑
v∈V d(v).

Dokaz. Direktno iz dvostrukog prebrojava�a (v, e), gde je v qvor, a e grana.
Me�utim, tu se svaka grana prebroji dva puta, te sumu stepena qvorova treba
podeliti sa 2.

Definicija 2.5. Graf H = (VH , EH) je podgraf grafa G = (V,E) ako va�i
VH ⊆ V i EH ⊆ E.
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Definicija 2.6. Put x1x2 . . . xn je niz grana x1x2, x2x3, . . . , xn−1xn. Put je
prost ako se nikoji qvor ne pojav	uje vixe od jednom. Put x1x2 . . . xnx1 gde
je x2 . . . xn prost naziva se ciklus. U nastavku �emo put ux1x2 . . . xnv nazivati
uv-put.

Od znaqaja �e nam biti da u odre�enim situacijama posmatramo najkra�e
puteve, ili proste puteve, odnosno da izbegavamo cikluse. Zbog toga je znaqajno
slede�e tvr�e�e.

Lema 2.2. Ako u grafu postoji uv-put onda postoji i prost uv-put.

Dokaz. Posmatrajmo najkra�i uv-put ux1 . . . xnv i neka je xi = xj, i 6= j. Me�utim,
tada je i ux1 . . . xixj+1 . . . xnv uv-put, i to kra�i, xto je kontradikcija.

Definicija 2.7. Graf je povezan ako postoji put izme�u svaka dva �egova
qvora.

Definicija 2.8. Grana je most ako �enim ukla�a�em iz grafa on prestaje
da bude povezan.

Posmatrajmo sada qvorove x i y izme�u kojih postoji xy-put. Jasno je da
tada postoji i yx-put. Tako�e, ako u razmatra�e unesemo i qvor z takav da
postoji yz-put, jasno je da postoji xz-put x . . . y . . . z. Tako zak	uqujemo da je
relacija koja bi pokazivala da li postoji put izme�u neka dva qvora zapravo
relacija ekvivalencije.

Definicija 2.9. Neka je ∼ relacija definisana na grafu G sa x ∼ y ako
i samo ako postoji put izme�u x i y. Tada se klase ekvivalencije relacije ∼
nazivaju povezane komponente grafa G.

Definicija 2.10. Povezanost grafa G je najma�i broj qvorova potreban da
se izbaci iz grafa da on ne bi bio povezan i oznaqava se sa κ(G). Ka�emo da
je graf k-povezan ako je k ≤ κ(G).

Sada definixemo par posebnih vrsta grafova koje imaju neka znaqajna
svojstva { stabla i bipartitne grafove.

Definicija 2.11. Graf je stablo ako je povezan i acikliqan.

Lema 2.3. Ako je G stablo reda |G| = n, tada je e(G) = n− 1.

Dokaz. Indukcijom po n.
Baza: Neka je n = 1. Oqigledno mora biti e(G) = 0.
Induktivni korak: Neka je G stablo reda n i neka tvr�e�e va�i za ma�a
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stabla. Neka je uv ∈ E i neka je H = G \ {uv}. Kako je grana uv jedinstveni
uv-put (da postoji jox neki razliqit uv-put, u grafu bi postojao ciklus),
zak	uqujemo da H nije povezan i da se sastoji od dve povezane komponente H1 i
H2 redova n1 i n2 (n1 + n2 = n) koje su stabla. Primenom induktivne hipoteze
imamo da je e(G) = e(H1) + e(H2) + 1 = n1 − 1 + n2 − 1 + 1 = n− 1.

Definicija 2.12. Nezavisan skup je skup qvorova u grafu izme�u kojih ne
postoje grane.

Definicija 2.13. Bipartitni graf je graf kod kojeg je V = A ∪ B, gde su
A i B disjunktni nezavisni skupovi, a E ⊆ {ab|a ∈ A, b ∈ B}.

Definicija 2.14. Graf Ka,b je bipartitni graf kod koga je |A| = a, |B| = b
i E = {ab|a ∈ A, b ∈ B}, tj. postoji grana izme�u svakog qvora iz A i svakog
qvora iz B.

Definicija 2.15. Deoba grane predstav	a zamenu jedne grane prostim putem
du�ine 2, odnosno dodava�em qvora na sredinu grane. Deoba grafa predstav	a
konaqan broj deoba grana.
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Planarni grafovi

Za primenu grafova veoma je znaqajno �ihovo grafiqko prikaziva�e. Tako
uoqavamo vrstu grafova koji se mogu nacrtati u ravni tako da im se grane
me�usobno ne seku. Na taj naqin definixemo planarne grafove.

Definicija 3.1. Crta�e u ravni takvo da su qvorovi taqke, a grane iz-
lom	ene linije i u kome nema preseca�a naziva se planarno crta�e.

Definicija 3.2. Graf je planaran ako ima planarno crta�e.

Sada kada smo uveli pojam planarnih grafova, korisno bi bilo da znamo
koji grafovi jesu planarni, a koji nisu, kao i koja posebna svojstva imaju pla-
narni grafovi. Lako uoqavamo par oqiglednih primera planarnih grafova.

Primer 3.1. K3 je planaran. K4 je planaran.

Slika 3.1: K3 i K4 su planarni
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Jedna od najva�nijih karakteristika planarnih grafova, a koju �emo mo�i
da koristimo i za proveru planarnosti grafa u odre�enim sluqajevima, pred-
stav	a slede�a teorema.

Teorema 3.1. (Ojlerova karakteristika)Neka jeG povezan planarni graf.
Tada va�i V −E+F = 2, gde je V broj qvorova, E broj grana, a F broj oblasti
u �egovom planarnom crta�u.

Dokaz. Indukcijom po E.
Baza: Za povezan graf sa jednom granom va�i V = 2, E = 1 i F = 1, pa je
V − E + F = 2.
Induktivni korak: Neka je G dati povezani graf i neka tvr�e�e va�i za
grafove ma�e veliqine. Ukoliko je dati graf stablo, imamo da va�i V −E = 1
i F = 1, pa tvr�e�e va�i. U suprotnom, posmatramo granu e koja nije most i
izbrixemo je iz planarnog crta�a. Time dobijamo grafH koji ima jednu granu
ma�e i jednu oblast ma�e (kako e nije most, sa �enih

”
strana" su razliqite

oblasti), na koji sada prime�ujemo induktivnu hipotezu. VH − EH + FH =
V − (E − 1) + (F − 1) = V − E + F = 2.

Primenom Ojlerove karakteristike u pojedinim sluqajevima se lako mo�e
uoqiti da graf nije planaran, kao u slede�im primerima.

Primer 3.2. K5 nije planaran.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da K5 jeste planaran. Tada, kako za K5 va-
�i V = 5 i E = 10, iz Ojlerove karakteristike imamo F = 7. Me�utim, iz
dvostrukog prebrojava�a parova (A, e), gde je A oblast, a e grana, imamo da je
2E ≥ 3F , xto proizilazi iz qi�enice da nijedna grana nije most, pa na svaku
granu

”
dolaze" dve oblasti, a svaka oblast je ograniqena sa najma�e tri grane,

odnosno minimalna du�ina ciklusa je 3, pa dobijamo da je 20 ≥ 21, xto je
kontradikcija.

Primer 3.3. K3,3 nije planaran.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da K3,3 jeste planaran. Sliqno kao i u Pri-
meru 3.2, s tim xto ovde iz dvostrukog prebrojava�a parova (A, e), gde je A
oblast, a e grana dobijamo 2E ≥ 4F , jer je u bipartitnom grafu minimalna
du�ina ciklusa 4. Iz Ojlerove karakteristike, kako je V = 6 i E = 9, imamo
da je F = 5, pa dobijamo da je 18 ≥ 20, xto je kontradikcija.

Iz Ojlerove karakteristike slede i dodatna tvr�e�a o planarnim grafovi-
ma, a koja �e biti znaqajna za izvo�e�e dodatnih karakteristika. U dokazima
Primera 3.2. i 3.3. nalazili smo ocene za broj grana koje su potom, kombinovane
sa Ojlerovom karakteristikom, vodile do kontradikcije. Sada nas zanima da
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li mo�emo da do�emo do uopxtene ocene za broj grana u planarnom grafu. Sle-
de�e tvr�e�e predstav	a uopxte�e dokaza Primera 3.2, da je K5 neplanaran.

Lema 3.1. U planarnom grafu va�i E ≤ 3V − 6.

Dokaz. Dvostrukim prebrojava�em parova (A, e), gde je A oblast, a e grana
dobijamo da je za planarni graf sa najve�im mogu�im brojem grana 2E ≥ 3F .
Ovo sledi iz toga da je graf sigurno povezan i sigurno nema mostove, jer bi
tada bilo mogu�e dodati jox grana tako da graf ostane povezan, dok je najkra�i
ciklus du�ine 3. Tada na osnovu Ojlerove karakteristike va�i F = 2−V +E ≤
2E
3
, pa je 6− 3V + 3E ≤ 2E, pa dobijamo da je E ≤ 3V − 6.

Direktno iz ove sledi i naredna lema, koja �e biti znaqajna za dokaziva�e
tvr�e�a o boje�u planarnih grafova.

Lema 3.2. U planarnom grafu postoji najma�e jedan qvor stepena ma�eg od 6.

Dokaz. Ako bi svi qvorovi planarnog grafa bili stepena bar 6 tada bi bilo
E ≥ 6V

2
= 3V , xto je vixe od mogu�eg po Lemi 3.1.

Od znaqaja �e biti i uoqava�e svojstava podgrafa kako planarnih tako i
neplanarnih grafova.

Definicija 3.3. Minimalni neplanarni graf je neplanarni graf koji nema
ni jedan neplanarni pravi podgraf, odnosno svi �egovi pravi podgrafi su
planarni.

Lema 3.3. Svaki podgraf planarnog grafa je planarni graf.

Dokaz. Posmatraju�i planarno crta�e proizvo	nog planarnog grafa vidimo
da ukoliko obrixemo ma koje qvorove i grane i da	e imamo planarno crta�e.

Lema 3.4. Svaka deoba neplanarnog grafa je neplanarna.

Dokaz. Neka je G dati neplanarni graf i neka je H neka �egova deoba. Pret-
postavimo suprotno, da je H planaran graf. Posmatrajmo �egovo planarno cr-
ta�e i uklonimo sve qvorove dodate u deobi grafa G. Tada dobijamo planarno
crta�e grafa G, pa je i on planaran, xto je kontradikcija.
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Provera planarnosti grafa

Jedno od najznaqajnijih pita�a o planarnim grafovima je bilo kako utvr-
diti da li je graf planaran ili nije. Do sada smo za utvr�iva�e planarnosti
grafova koristili Ojlerovu karakteristiku. Iako se za posebne sluqajeve iz
�e lako mo�e zak	uqiti da graf nije planaran za slo�enije primere nije
od tolike koristi. Potreban i dovo	an uslov za planarnost grafova dao je
po	ski matematiqar Kazimje� Kuratovski 1930. godine.

4.1 Teorema Kuratovskog

Definicija 4.1. Grafovi K5, K3,3 i �ihove deobe nazivaju se grafovi Kura-
tovskog.

U dokazu �emo posmatrati minimalni neplanarni graf. Dodava�em grana
u �ega on ostaje neplanaran, a tako�e �e i da	e sadr�ati podgrafe Kuratov-
skog ako ih je sadr�ao i pre. Stoga, pretpostavi�emo da postoji minimalni
neplanarni graf koji ne sadr�i podgrafe Kuratovskog. Iz �ega �emo obrisa-
ti jednu granu, qime �emo dobiti �egov planarni podgraf. Predstoje�e leme
�e nam dati svojstva ovog podgrafa iz kojih �emo pri pokuxaju povratka grane
u graf dobiti neki od podgrafa Kuratovkog.

Lema 4.1. Svaki minimalni neplanarni graf je 2-povezan.

Dokaz. Doka�imo prvo da je svaki minimalni neplanarni graf G povezan.
Pretpostavimo suprotno. Iz minimalnosti, imamo da su sve �egove povezane
komponente planarni grafovi, pa imaju i planarna crta�a koja zajedno daju
planarno crta�e za G, pa je i G planaran, xto je kontradikcija.
Pretpostavimo sada da je κ(G) = 1. Tada postoji qvor v takav da G \ {v} nije

11
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povezan. Posmatrajmo sada �egove povezane komponente G1, G2, . . . , Gn. Neka je
Hi = Gi ∪ {v} ∪ {xv|x ∈ Gi, xv ∈ E(G)}. Zbog minimalnosti G imamo da su Hi

planarni, pa imaju planarna crta�a, u preseku kojih se nalazi samo qvor v.
Spaja�em ovih planarnih crta�a dobijamo planarno crta�e za G, pa je onda
i G planaran, xto je kontradikcija.

Lema 4.2. Neka je G neplanarni 2-povezan graf koji izbaciva�em qvorova
u i v postaje nepovezan. Neka su G1, G2, . . . , Gn povezane komponente grafa
G \ {u, v} i neka je Hi = Gi ∪ {u, v} ∪ {uv} ∪ {xy|x ∈ {u, v}, y ∈ Gi, xy ∈ E(G)}.
Tada je bar jedan Hi neplanaran.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da su svi Hi planarni. Tada oni imaju pla-
narna crta�a, qijim spaja�em i brisa�em grane uv dobijamo planarno crta�e
grafa G, pa zak	uqujemo da je i on planaran, xto je kontradikcija.

Lema 4.3. Neka je G povezan neplanarni graf sa minimalnim brojem grana
koji ne sadr�i podgrafe Kuratovskog. Tada je G 3-povezan.

Dokaz. Kako dati graf ima minimalan broj grana, zak	uqujemo da je on mi-
nimalni neplanarni graf. Pretpostavimo da nije 3-povezan. Na osnovu Leme
4.1. imamo da je sigurno 2-povezan, odnosno da postoje qvorovi u i v takvi da je
G\{u, v} nepovezan. Neka su G1, G2, . . . , Gn povezane komponente grafa G\{u, v}
i neka je Hi = Gi ∪ {u, v} ∪ {uv} ∪ {xy|x ∈ {u, v}, y ∈ Gi, xy ∈ E(G)}. Na osnovu
Leme 4.2. je bar jedan Hi neplanaran, neka je to, bez uma�e�a opxtosti, H1.
Imamo da je e(H1) < e(G), a kako je G minimalni neplanarni graf koji ne sa-
dr�i podgrafe Kuratovskog, zak	uqujemo da H1 mora sadr�ati neki podgraf
Kuratovskog K. Na osnovu toga zak	uqujemo da G ne sadr�i granu uv, koja je
sadr�ana u K. Posmatrajmo sada graf (H1 ∪Hk) \ {uv} (k 6= 1). Jasno je da je
on podgraf grafa G. Kako je Hk \ {uv} povezan, u �emu postoji prost uv-put
P . Sada imamo da je G1 ∪P podgraf G i da sadr�i deobu grafa K, xto znaqi
da G ima podgraf Kuratovskog, xto je kontradikcija.

Sada nas zanima xta se dexava ako iz ovakvog grafa uklonimo jednu granu.
Ci	 nam je da poka�emo da se �egova povezanost sma�ila najvixe za 1.

Lema 4.4. Grana e je most ako i samo ako nije sadr�ana ni u jednom ciklusu
u grafu G.

Dokaz. (⇒) Neka je e = uv most. Neka jeG′ = G\{e}. Kako je e most, zak	uqujemo
da u i v nisu povezani u G′. Ako bi postojao ciklus C u G koji sadr�i e, tada
bi u G′ postojao put C \ {e} koji je uv-put, xto je kontradikcija.
(⇐) Neka e = uv nije sadr�ana ni u jednom ciklusu u G. Pretpostavimo su-
protno, da e nije most. Tada imamo da postoji uv-put P u G′. Me�utim, tada je
P ∪ {e} ciklus u G, xto je kontradikcija.



4.1. Teorema Kuratovskog 13

Lema 4.5. (Vitnijeva teorema) Neka je G graf veliqine |G| ≥ 3. G je 2-
povezan ako i samo ako izme�u svaka dva qvora postoje najma�e dva disjunktna
puta.

Dokaz. (⇒) Neka je G 2-povezan i neka je d(u, v) najkra�e rastoja�e izme�u
qvorova u i v. Dokazujemo tvr�e�e indukcijom po d(u, v).
Baza: Neka je d(u, v) = 1. Kako je G 2-povezan, zak	uqujemo da uv nije most.
Tada je, na osnovu Leme 4.4, uv sadr�ana u nekom ciklusu, pa zak	uqujemo da
postoje dva disjunktna puta izme�u u i v.
Induktivni korak: Neka je d(u, v) = k i neka tvr�e�e va�i za ma�e d(u, v).
Neka je u . . . xv uv-put du�ine k. Na osnovu induktivne hipoteze imamo da
postoje dva disjunktna ux-puta P i Q. Kako je G 2-povezan, imamo da postoji
put uv-put R i kada uklonimo qvor x iz grafa. Neka je y posled�i qvor koji
se nalazi u preseku puteva P i R. Tada imamo slede�a dva disjunktna uv-puta:
prvi predstav	aju put P od u do y i put R od y do v, a drugi predstav	aju put
Q i grana xv.
(⇐) Ako su svaka dva qvora povezana sa najma�e dva disjunktna puta onda je
oqigledno G povezan, a bi�e povezan i ukoliko uklonimo bilo koji qvor, pa
zak	uqujemo da je graf 2-povezan.

Posledica 4.1. Neka je G graf veliqine |G| ≥ 3. G je 2-povezan ako i samo
ako svaka dva qvora pripadaju istom ciklusu.

Lema 4.6. Neka je G 3-povezan graf. Ako je uv ∈ E(G), onda je G \ {uv} 2-
povezan.

Dokaz. Na osnovu Posledice 4.1. imamo da je ovo tvr�e�e ekvivalentno sa tim
da svaka dva qvora x i y u grafu G \ {uv} pripadaju istom ciklusu. Tako�e,
kako je G 3-povezan, zak	uqujemo da je |G| ≥ 4.
Prvi sluqaj: Neka je, bez uma�e�a opxtosti, x = u i y = v. Posmatrajmo jox i
qvorove a i b. Kako je G 3-povezan zak	uqujemo da postoje putevi izme�u svaka
dva od ovih qvorova, jer ma koja dva da izbacimo iz grafa on �e ostati povezan,
pa postoji i ciklus u . . . a . . . v . . . b . . . u.
Drugi sluqaj: Neka je, bez uma�e�a opxtosti x = u i y 6= u, v. Posmatrajmo
jox i qvor a. Sliqno kao i u prvom sluqaju izme�u svaka dva od ovih qvorova
postoji put, pa imamo ciklus u . . . y . . . v . . . a . . . u.
Tre�i sluqaj: Qvorovi x i y se razlikuju od u i v. Sliqno kao i u prva dva
sluqaja izme�u svaka dva qvora postoji put, pa imamo ciklus x . . . y . . . u . . . x.

Definicija 4.2. Neka je H neki podgraf grafa G. Definixemo relaciju ∼
tako da je v1 ∼ v2 ako postoji v1v2-put u G \H, gde je dozvo	eno da neki (ili
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oba) od qvorova v1 i v2 pripadaju H. Podgrafe grafa G koji predstav	aju kla-
se ekvivalencije relacije ∼ nazivamo obilaznice podgrafa H.

U nastavku �emo posmatrati samo obilaznice ciklusa, kako �e nam �ihova
svojstva biti znaqajna za dokaz teoreme Kuratovskog.

Definicija 4.3. Obilaznica ciklusa je unutrax�a ako se u crta�u grafa
nalazi u unutrax�osti kruga koji predstav	a dati ciklus. Obilaznica ci-
klusa je spo	ax�a ako se u crta�u grafa nalazi u spo	ax�osti datog ciklusa.

Definicija 4.4. Dve obilaznice ciklusa u1u2 . . . ukv1v2 . . . vl su odvojene ako
su svi qvorovi u kojima je jedna povezana sa ciklusom neki od qvorova ui, dok
su svi qvorovi u kojima je druga povezana sa ciklusom neki od qvorova vi. U
suprotnom ka�emo da se obilaznice preklapaju.

Definicija 4.5. Obilaznice O1 i O2 su naizmeniqne ako za qvorove u1 i v1
u kojima je O1 povezana sa ciklusom i qvorove u2 i v2 u kojima je O2 povezana
sa ciklusom va�i da se na ciklusu pojav	uju u redosledu u1 − u2 − v1 − v2.

Lema 4.7. Ako se obilaznice preklapaju, one su ili naizmeniqne ili su po-
vezane sa ciklusom u ista 3 qvora.

Dokaz. Uoqavamo da ako je jedna od obilaznica povezana sa ciklusom u 2 qvora
one moraju biti naizmeniqne (inaqe bi bile jedna obilaznica). Tako�e uoqava-
mo da ako su date obilaznice povezane sa ciklusom u istim qvorovima, one su
naizmeniqne ako je qvorova u kojima su povezane sa ciklusom vixe od 3.

Pretpostavimo sada da obilaznice nisu povezane sa ciklusom u istim qvo-
rovima. Tada je obilaznica O1 povezana sa ciklusom u qvoru u1 koji se nalazi
izme�u qvorova u2 i v2 u kojima je obilaznica O2 povezana sa ciklusom. Me�u-
tim, kako se obilaznice preklapaju, zak	uqujemo da O1 mora biti povezana sa
ciklusom i u qvoru koji se nalazi

”
sa druge strane" qvorova u2 i v2 u odnosu

na qvor u1, pa zak	uqujemo da su date obilaznice naizmeniqne.

Lema 4.8. Ako je obilaznica O povezana sa ciklusom C u qvorovima v1, v2 i
v3, tada postoji qvor v0 ∈ O \ C, takav da se u preseku viv0-puteva (i = 1, 2, 3)
nalazi samo v0.

Dokaz. Neka je P v1v2-put, neka je v ∈ P, v 6= v1, v2 i neka je Q v3v-put. Ako je
v0 prvi zajedniqki qvor puteva P i Q, tada viv0-putevi zadovo	avaju tra�ene
uslove.

Lema 4.9. U planarnom grafu unutrax�e obilaznice su odvojene.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoje obilaznice O1 i O2 koje se prekla-
paju. Tada su one po Lemi 4.7. ili naizmeniqne ili su povezane sa ciklusom u
ista 3 qvora.
Prvi sluqaj: Neka su O1 i O2 naizmeniqne. Tada, po definiciji, postoje qvoro-
vi u1 i v1 u kojima je O1 povezana sa ciklusom i u2 i v2 u kojima je O2 povezana
sa ciklusom takvi da su u redu u1 − u2 − v1 − v2. U O1 postoji u1v1-put, a u O2

postoji u2v2-put i oni su disjunktni (inaqe bi bile jedna obilaznica). Me�u-
tim, u crta�u mora da do�e do preseka, pa je to kontradikcija.
Drugi sluqaj: Neka su qvorovi u kojima su O1 i O2 povezane sa ciklusom v1, v2
i v3. Tada po Lemi 4.8. postoji qvor x ∈ O1 takav da se u preseku xvi-puteva
nalazi samo x i qvor y ∈ O2 takav da se u preseku yvi-puteva nalazi samo y.
Sada imamo da xvi-putevi dele unutrax�ost ciklusa na 3 oblasti, od kojih je
u jednoj qvor y. S obzirom na to da se najvixe 2 od qvorova vi mogu na�i na
granicama oblasti u kojoj je y, imamo da bi put od y do preostalog vi u crta�u
morao da seqe neki od xvi-puteva, xto je kontradikcija.

Lema 4.10. Unutrax�a obilaznica koja je odvojena od svih spo	ax�ih obi-
laznica mo�e se prebaciti u spo	ax�ost ciklusa.

Dokaz. Ako je unutrax�a obilaznica odvojena od svih spo	ax�ih obilaznica,
onda se qvorovi u kojima je povezana sa ciklusom nalaze na ivicama jedne
zajedniqke oblasti u koju se data obilaznica mo�e prebaciti.

Lema 4.11. Ako je obilaznica O povezana sa ciklusom C u qvorovima u, v, x
i y, tada postoje uv-put P i xy-put Q takvi da im je jedini presek sa ciklusom
{u, v, x, y} i da sadr�e bar jedan zajedniqki qvor.

Dokaz. Po definiciji je obilaznica povezan podgraf, qiji su jedini presek sa
ciklusom qvorovi u kojima je povezana sa ciklusom, pa imamo da postoje putevi
izme�u svaka dva qvora u �oj. S druge strane, ako ne bi postojali tra�eni
putevi sa bar jednim zajedniqkim qvorom, zak	uqili bismo da obilaznica nije
povezana, xto nije mogu�e.

Teorema 4.1. (Teorema Kuratovskog) Graf je planaran ako i samo ako ne
sadr�i podgrafe Kuratovskog.

Dokaz. (⇒) Na osnovu Leme 3.3. su svi podgrafi planarnog grafa planarni,
dok su na osnovu Leme 3.4. svi grafovi Kuratovskog neplanarni, jer su K5

i K3,3 neplanarni, pa zak	uqujemo da planarni grafovi ne mogu sadr�ati
podgrafe Kuratovskog.

(⇐) Posmatrajmo neplanarni graf G sa minimalnim brojem grana koji ne
sadr�i podgrafe Kuratovskog. Taj graf je oqigledno minimalni neplanarni
graf, a na osnovu Leme 4.3. je i 3-povezan. Neka je uv ∈ E(G) i neka je H =
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G \ {uv}. Na osnovu Leme 4.6. imamo da je H 2-povezan, pa na osnovu Posledice
4.1. imamo da u i v pripadaju istom ciklusu C u H. Uzmimo za C najve�i od
svih ciklusa u H kojem pripadaju u i v.

Kako je H 2-povezan, svaka obilaznica ciklusa C u H mora biti povezana
u najma�e 2 qvora. Me�utim, ako je spo	ax�a obilaznica povezana u 3 qvora,
tada imamo ve�i ciklus od C. Sliqno, ako je spo	ax�a obilaznica povezana
u 2 qvora koji su

”
sa iste strane" qvorova u i v u ciklusu C, dobili bismo

ve�i ciklus od C. Tako zak	uqujemo da sve spo	ax�e obilaznice moraju biti
povezane u 2 qvora koja su

”
sa razliqitih strana" qvorova u i v. Tako�e, iz

qi�enice da je G 3-povezan imamo da svaka data spo	ax�a obilaznica mora
biti jedna grana, jer bi inaqe izbaciva�em qvorova u kojima je povezana sa
ciklusom G prestao da bude povezan, pa bi, samim tim, bio 2-povezan.

Kako je H planaran, po Lemi 4.9. imamo da su unutrax�e obilaznice odvo-
jene. Posmatrajmo sada neku unutrax�u obilaznicu koja je naizmeniqna sa uv.
Znamo da postoji najma�e jedna, jer bi se inaqe u planarno crta�e grafa H
mogla dodati grana uv, qime bi se dobilo planarno crta�e grafa G, xto bi
znaqilo da je on planaran. Ona se mora preklapati sa najma�e jednom spo	ax-
�om obilaznicom, jer bi se inaqe, po Lemi 4.10, mogla prebaciti u spo	ax�ost
ciklusa, qime bi se opet, dodava�em grane uv dobilo planarno crta�e za G.
Tako zak	uqujemo da postoji unutrax�a obilaznica O naizmeniqna sa uv i
spo	ax�om obilaznicom xy. Neka su a1, a2, . . . , an qvorovi u kojima je O po-
vezana sa C.

Lako je razdvojiti dva tipski razliqita sluqaja, u jednom su svi ai iz
{u, v, x, y}, dok u drugom postoji i neki ai koji nije u ovom skupu. Prvo razma-
tramo drugi od ovih sluqaja.

Prvi sluqaj: a1 je, bez uma�e�a opxtosti, izme�u u i x i a2 je izme�u v
i y. Me�utim, tada imamo deobu K3,3 koja se mo�e svesti na K3,3 sa delovima
{u, x, a2} i {v, y, a1}, kao na Slici 4.1.

Drugi sluqaj: a1 je, bez uma�e�a opxtosti, izme�u u i x i nikoji od ai nije
izme�u v i y. Kako je O naizmeniqna sa uv, zak	uqujemo da postoji a2 izme�u
u i y, a kako je naizmeniqna sa xy, postoji a3 izme�u x i v. Me�utim, tada, po
Lemi 4.8, postoji qvor a0 ∈ O \C, takav da se u preseku aia0-puteva (i = 1, 2, 3)
nalazi samo a0. Ali tada imamo deobu K3,3 koja se mo�e svesti na K3,3 sa delo-
vima {a1, a2, a3} i {u, x, a0} (v nastaje u deobi grane ua3, a y u deobi grane xa2),
kao na Slici 4.2.

Sada imamo da su svi ai iz {u, v, x, y}. Zbog toga xto je O naizmeniqna i sa
uv i sa xy, imamo da O mora biti povezana sa ciklusom u sva 4 navedena qvora.
Na osnovu Leme 4.11. imamo da u unutrax�osti ciklusa postoje uv-put P i
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Slika 4.1: Slika uz prvi sluqaj

Slika 4.2: Slika uz drugi sluqaj

xy-put Q, koji imaju bar jedan zajedniqki qvor. Sada imamo dva nova sluqaja:

Tre�i sluqaj: Svi ai su iz {u, v, x, y} i |P ∩ Q| = 1. U ovom sluqaju imamo
deobu K5, kao na Slici 4.3.

Qetvrti sluqaj: Svi ai su iz {u, v, x, y} i |P ∩Q| > 1. Izaberimo P i Q ta-
ko da svi �ihovi zajedniqki qvorovi predstav	aju prost u′v′-put. Tada imamo
deobu K3,3 koja se mo�e svesti na K3,3 sa delovima {u, x, v′} i {v, y, u′}, kao na
Slici 4.4.

U svakom od navedenih sluqajeva se dobija neki podgraf Kuratovskog, xto
je u kontradikciji sa polaznim tvr�e�em da postoji minimalan neplanarni
graf koji ne sadr�i podgrafe Kuratovskog, qime je teorema dokazana.
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Slika 4.3: Slika uz tre�i sluqaj

Slika 4.4: Slika uz qetvrti sluqaj

4.2 Bojer-Mirvoldov algoritam

Pored teoreme Kuratovskog, za proveru planarnosti grafa mo�e se kori-
stiti i neki od algoritama linearne slo�enosti. U nastavku predstav	amo
Bojer-Mirvoldov algoritam, koji se zasniva na dodava�u grana u grafu.

Zbog Leme 3.1. mo�emo odmah utvrditi da su svi grafovi za koje je E >
3V − 6 neplanarni. Algoritam poqi�e pretragom u dubinu (Depth First Search,
DFS) od proizvo	nog qvora. Ovo stablo pretrage pamtimo i u nastavku za in-
dekse qvorova koristimo one koji su im dode	eni u pretrazi, gde je korenu
stabla pretrage dode	en indeks 1. Da	e �emo u algoritmu dodavati grane u
graf po qvorovima, i to one koje qvor povezuju sa �egovim potomcima u stablu
pretrage, polaze�i od onih sa najve�im indeksom ka korenu stabla.

Pri dodava�u grane najvixe pa��e se obra�a kada se dodaje grana koja �e
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dve 2-povezane komponente dosadax�eg grafa povezati u jednu ve�u 2-povezanu
komponentu. Pri ovoj operaciji se mora paziti da se qvorovi koji �e u nastavku
algoritma biti povezani sa qvorom iz druge 2-povezane komponente ostanu na
ivici spo	ax�e oblasti. Ovakvi qvorovi se nazivaju spo	no aktivni. Ako je
qvor w potomak qvora v, koji je u 2-povezanoj komponenti K, u stablu pretrage,
ka�emo da je w spo	no aktivan ako postoji uw-put, gde je u predak v u stablu
pretrage, koji se sastoji od jedne grane koja nije u stablu pretrage i jox even-
tualno grana iz stabla pretrage koje povezuju w sa �egovim potomcima koji
nisu u K. Za svaki qvor �emo pamtiti indeks pretka sa najma�im indeksom do
kojeg postoji goreopisani put, a potom za svaki qvor pamtiti odgovaraju�e in-
dekse za �egovu decu koja se ne nalaze u istoj 2-povezanoj komponenti. Iz liste
qvora w brixemo �egovog potomka kada se spoje dve 2-povezane komponente, od
kojih jedna sadr�i tog potomka, gde je pre spaja�a va�ilo da brisa�em qvora
w taj podgraf prestaje da bude povezan. Tako�e, pri obradi qvora v, mo�emo
da zak	uqimo da je qvor w spo	no aktivan ako postoji grana uw, gde je u < v
ili je prvi qlan liste za qvor w ma�i od v.

Tokom obrade qvora v prvo dodajemo grane koje ga povezuju sa �egovom decom
u stablu pretrage, a potom posmatramo grane izvan stabla ka ostalim �egovim
potomcima u stablu pretrage. Naivno, mogli bismo da posmatramo podstablo
pretrage qiji je koren v, i da u �emu identifikujemo koje grane treba da doda-
mo, me�utim, ovo rexe�e je dovo	no samo za kvadratnu slo�enost. Zato je nax
ci	 da efikasnije prona�emo 2-povezane komponente koje �e biti spojene pri-
likom dodava�a novih grana, u qemu nam poma�e procedura Walkup, a nakon
toga treba prona�i efikasan naqin za spaja�e tih 2-povezanih komponenti,
xto qini procedura Walkdown. Pokazuje se da ukoliko procedura Walkdown ne
mo�e da spoji dve 2-povezane komponente, odnosno da doda granu u graf, onda
tra�eni graf nije planaran.

Walkup vra�a korene, odnosno qvorove qijim ukla�a�em trenutni graf pre-
staje da bude povezan, 2-povezanih komponenti koje uqestvuju u dodava�u grana
u graf. Prvo se oznaqe qvorovi koji �e biti jedan od krajeva novih grana (drugi
je qvor v koji se obra�uje u glavnoj proceduri). Da	e se za svaki od tih qvo-
rova obilazi 2-povezana komponenta po �enoj ivici, dok se ne do�e do korena,
kada se pamti da ta komponenta pripada odgovaraju�im, xto se quva u lista-
ma svakog od korena, pa se prelazi na susednu, sve dok se ne do�e do qvora v
koji se obra�uje, odnosno �egove komponente. Pritom, pri dodava�u komponen-
te na listu odgovaraju�ih, komponentu �emo dodati na kraj te liste ukoliko
ima spo	no aktivan qvor. U suprotnom, komponentu dodajemo na poqetak liste.
Ovaj raspored je znaqajan zbog efikasnosti procedure Walkdown.
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Procedura Walkdown polazi od qvora v koji se trenutno obra�uje po ivica-
ma spo	ax�osti trenutne 2-povezane komponente, dok ne nai�e na �en koren,
kada se prelazi u drugu komponentu, kroz koju treba pro�i ili u kojoj je qvor
koji je drugi kraj grane koju pokuxavamo da dodamo. Pri tome pamtimo redo-
sled obilaska komponenti, kao i smerove obilaska svake od �ih, jer, ukoliko se
promeni smer obilaska prilikom obilaska, onda je potrebno

”
okrenuti" kom-

ponentu kod koje je pogrexan smer. Procedura se prekida ukoliko se vrati u
polazni qvor ili ukoliko nai�e na spo	no aktivan qvor koji nije odgovara-
ju�i. Prilikom prelaska u drugu komponentu, treba ispoxtovati dva pravila.
Prvo je da se, ukoliko je potrebno, doda grana od v do trenutnog qvora (korena
komponente), a da se potom, ako je mogu�e, prvo pre�e u komponentu u kojoj nema
spo	no aktivnih qvorova, odnosno, da se poxtuje redosled utvr�en u procedu-
ri Walkup. Drugo pravilo je da se prilikom prelaska u novu komponentu da
prednost smeru ka qvoru koji je odgovaraju�i i nije spo	no aktivan, a potom od-
govaraju�em qvoru. Ukoliko takvi ne postoje, sigurno je da �e procedura nai�i
na spo	no aktivan qvor koji nije odgovaraju�i, xto �e je prekinuti. Ukoliko
se ovom procedurom ne uspe dodati grana u graf, dolazimo do zak	uqka da je
on neplanaran.
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Boje�e grafova

S obzirom na to da planarnim grafovima mogu da se predstave mnogi re-
alni objekti, kao xto su recimo mape, gde bi svaka zem	a bila qvor, a izme�u
susednih zema	a bi postojale grane, bilo bi korisno da znamo koliko je boja
potrebno da ga obojimo. Pri boje�u mo�emo da biramo da li �emo da bojimo
qvorove ili oblasti grafa, xto se pokazuje da je ekvivalentno. Pri tome, za-
dajemo uslov da dva susedna qvora (dve susedne oblasti) ne smeju biti iste
boje.

Definicija 5.1. Boje�e grafa je funkcija b : V → [n] takva da za svaka dva
susedna qvora u i v va�i b(u) 6= b(v).

Mada svaki graf G mo�emo zasigurno da obojimo u |G| boja, postav	a se
pita�e koji je najma�i broj boja potreban za boje�e planarnog grafa.

Definicija 5.2. Hromatski broj grafa χ(G) je najma�i broj n takav da po-
stoji boje�e b : V → [n].

Za dokaziva�e teorema o gor�im granicama hromatskog broja k	uqna je
Lema 3.2, po kojoj u svakom planarnom grafu postoji qvor stepena ma�eg od 6.
Uz pomo� ove leme lako mo�emo indukcijom dokazati da je svakom planarnom
grafu hromatski broj najvixe 6 { ukla�a�em qvora stepena ma�eg od 6 is-
pu�avaju se uslovi za primenu induktivne hipoteze, a potom navedenom qvoru
dodelimo boju razliqitu od onih koje imaju �egovi susedi (najvixe ih je 5).

Za pobo	xa�e ove ocene bilo bi dovo	no da znamo da graf uvek mo�e da se
oboji tako da bar dva suseda qvora stepena ma�eg od 6 imaju istu boju. Narednu
teoremu je dokazao Hivud 1890. godine.

Teorema 5.1. (Teorema o pet boja) Svakom planarnom grafu je hromatski
broj najvixe 5.

21
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Dokaz. Dokazujemo indukcijom po |G|. Oqigledno je da tvr�e�e va�i za sve
dovo	no male planarne grafove (va�i za sve sa |G| < 6). Posmatrajmo sada
graf G i pretpostavimo da tvr�e�e va�i za sve ma�e grafove.

Na osnovu Leme 3.2. postoji qvor v u grafu G stepena ma�eg od 6. Neka je,
bez uma�e�a opxtosti, d(v) = 5 i neka su v1, v2, . . . , v5 susedi qvora v, i neka
su raspore�eni tim redom u smeru kaza	ke na satu. Dodelimo im, redom, boje
1, 2, 3, 4 i 5. Pokuxajmo sada da promenimo boje qvorova v1 i v3 tako da budu
iste boje. Na osnovu induktivne hipoteze imamo da je hromatski broj grafa
G \ {v}, bez uma�e�a opxtosti, 5, odnosno svi qvorovi ovog grafa imaju neku
od boja 1, 2, 3, 4 i 5.

Ako promenimo boju qvora v1 u 3, onda moramo da promenimo boje svih �e-
govih suseda u 1, boje svih �ihovih suseda u 3 i tako da	e, sve dok ne dobijemo
boje�e po definiciji (u kom sluqaju je tvr�e�e dokazano) ili dok se ne dobije
da boja nekog od suseda qvora v3 mora da bude prome�ena (iz 1) u 3. U tom slu-
qaju zak	uqujemo da postoji v1v3-put P u kojem se naizmeniqno jav	aju boje 1
i 3. Ovakav put se naziva Kempeov lanac. Sliqan argument va�i i za qvorove
v2 i v4, odnosno ili mo�emo da promenimo boju qvora v2 u 4 i time dobijemo
boje�e grafa G \ {v} ili postoji v2v4 Kempeov lanac.

Me�utim, kako se qvor v2 nalazi u unutrax�osti ciklusa vPv, a qvor v4 u
�egovoj spo	ax�osti, zak	uqujemo da se u crta�u putevi P i Q moraju se�i, a
kako je graf planaran, u �ihovom preseku se mora nalaziti qvor. Ali tada bi
taj qvor morao istovremeno biti i neke od boja 1 i 3, i neke od boja 2 i 4, xto
je nemogu�e. Stoga zak	uqujemo da je sigurno mogu�e

”
izjednaqiti" boje nekog

od parova qvorova (v1, v3) i (v2, v4), pa se onda i qvoru v mo�e dodeliti boja
tako da imamo boje�e grafa G.

Sada se postav	a pita�e da li se mo�e dati i bo	a ocena od one koju da-
je ova teorema. Oqigledno je da bi jedino mogu�e pobo	xa�e bilo to da je
hromatski broj planarnog grafa najvixe 4, s obzirom na to da postoje pla-
narni grafovi qiji je hromatski broj ve�i od 3, na primer K4. Zapravo, ova
hipoteza je prvi put postav	ena 1852. godine. Jedan od najpoznatijih

”
dokaza"

ove teoreme dao je 1879. godine Alfred Kempe, me�utim, ispostavilo se da nije
taqan. Uprkos tome, ispostavilo se da je �egov rad postavio osnove za budu�i
dokaz ove teoreme.

Kempe je posmatrao minimalni planarni graf sa hromatskim brojem 5, od-
nosno, planarni graf takav da su hromatski brojevi planarnih grafova ma�eg
reda ma�i od 5, i �eleo je da poka�e da je hromatski broj takvog grafa zapravo
najvixe 4.

On je uoqio da, ako posmatramo qvor v stepena 3, i �egove susede u1, u2 i u3,
mo�emo da posmatramo graf u kome je qvor v

”
spojen" sa nekim od ui, odnosno

graf bez v, u kome su svi ui susedni. Po pretpostavci, hromatski broj ovog
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grafa je ma�i od 5, neka je, bez uma�e�a opxtosti, 4. Tada se svaki od ui mo�e
obojiti u neku od tri razliqite boje, pa se i qvoru v mo�e dodeliti neka boja,
razliqita od onih koje imaju ui. Sliqan dokaz se koristi i za qvorove ma�eg
stepena.

Posmatrajmo sada qvor stepena 4. Sliqno kao i pre, i �ega mo�emo da izo-
stavimo i da obojimo ostatak grafa u, bez uma�e�a opxtosti, 4 boje. Posmatraj-
mo sada susede neobojenog qvora, i to u parovima koji se nalaze

”
dijagonalno"

od neobojenog qvora. Tada imamo, sliqno kao u dokazu Teoreme o pet boja, da
za oba posmatrama para va�i ili da se boja jednog od qvorova u paru mo�e
promeniti u boju drugog, ili da postoji Kempeov lanac izme�u posmatranih
qvorova. Me�utim, ne mo�e postojati Kempeov lanac izme�u oba para qvorova,
jer bi se onda u preseku tih lanaca morao nalaziti qvor sa dve razliqite boje,
xto je nemogu�e. Stoga je mogu�e promeniti boju jednog od suseda neobojenog
qvora i dodeliti mu boju tako da hromatski broj grafa bude 4.

Sliqan argument Kempe je koristio i pri dokazu tvr�e�a za qvor stepena
5, me�utim, Hivud je 1890. uoqio grexku u ovom delu dokaza, qime je ceo dokaz
oboren.

Znaqajna ideja za dokaz ovog tvr�e�a je postoja�e neizbe�nih konfigura-

cija, odnosno to da postoji skup konfiguracija koje sadr�e qvorove stepena
ma�eg od 6. Druga znaqajna ideja je svodivost. Za konfiguraciju ka�emo da je
svodiva ako se �enim posmatra�em mo�e pokazati da je hromatski broj grafa
ma�i od 5. Za dokaz teoreme dovo	no je pokazati da su sve konfiguracije iz
skupa neizbe�nih konfiguracija svodive.

U nastavku se posve�ujemo upravo delu dokaza koji Kempeu nije bio taqan,
sluqaju qvora stepena 5. Drugim reqima, posmatra�emo planarni graf takav
da je minimalni stepen nekog qvora 5, takav da je hromatski broj grafa ma�eg
reda 4, i takav da su mu sve oblasti, osim spo	ax�e, trouglovi. �elimo da
primenimo isti postupak kao i za dokiziva�e sluqaja qvora stepena 4, odnosno
da poka�emo da se mogu promeniti boje u grafu bez posmatrane konfiguracije,
tako da se i ona mo�e obojiti u 4 boje, odnosno da je konfiguracija svodiva.

Posmatrajmo neku konfiguraciju C. Susedstvo C i grane unutar �ega na-
zivamo prsten R konfiguracije C. Grane koje povezuju C sa R nazivamo noge
konfiguracije C. Konfiguraciju koju qine C, noge C i R nazivamo prste-

nasta konfiguracija C̄, dok k-prstenastom konfiguracijom nazivamo onu za
koju je |R| = k. Qvorovi u prstenu se numerixu cikliqno.

Sada posmatramo sva boje�a prstena u najvixe 4 boje. Dva boje�a su ekvi-
valentna ako se jedno mo�e dobiti kao permutacija brojeva boja kod drugog.
Skup neekvivalentnih boje�a k-prstena oznaqavamo sa Φk. Mo�e se pokazati
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da je |Φ14| = 199291. Sada nam je od znaqaja da u neko od datih boje�a mo�emo da
uklopimo i boje�e C u najvixe 4 boje. Boje�a R za koja je ovo mogu�e nazivamo
dobra, a �ihov skup oznaqavamo sa Φg(C).

Vo�eni Kempeovim dokazom definixemo Kempeove komponente za parove
boja (a, b) i (c, d) kao podgrafe datog grafa u kome su svi qvorovi neke od bo-
ja iz jednog od parova, a grane postoje samo izme�u qvorova razliqitih boja.
Drugim reqima, svaki put u Kempeovoj komponenti je Kempeov lanac.

Nemaqki matematiqar Hajnrih Hex dao je veliki doprinos u teoriji svo-
divosti konfiguracija. Uveo je pojmove D-svodivosti i C-svodivosti, a na
osnovu �egovog rada je �egov uqenik Karl Dire napravio algoritam koji pro-
verava da li je konfiguracija D-svodiva.

D-svodivost definixemo na slede�i naqin: Posmatrajmo sva boje�a neke
prstenaste kofiguracije koja nisu dobra. Posmatrajmo Kempeove komponente
za parove boja (1, 2) i (3, 4) prstena i pokuxajmo da zamenimo boje u jednom
paru. Mo�e se pokazati da postoje 42 sluqaja koja opisuju odnose Kempeovih
komponenti prstena sa Kempeovim komponentama ostatka grafa, odnosno da li
neke od komponenti prstena pripadaju nekoj ve�oj komponenti kada se posmatra
ceo graf. Ukoliko se nekom od promena dobija boje�e ekvivalentno nekom do-
brom boje�u, proglaxavamo i posmatrano za dobro. U suprotnom, posmatramo
Kempeove komponente i za preostale parove boja i ponav	amo isti postupak.
Ako se ispostavi da su sva boje�a prstenaste konfiguracije dobra, onda je kon-
figuracija D-svodiva.
Ispostav	a se ipak da konfugiracija mo�e biti svodiva, iako nije D-svodiva.
Birkhof je primetio da je dovo	no da dobra budu samo ona boje�a koja qine
podskup Φ′n ⊂ Φn takva da postoji boje�e grafa u kome je boje�e prstena iz Φ′n.
Na taj naqin se definixe C-svodivost.

Pored navedenih kriterijuma, Hex je otkrio i kriterijume koji pokazuju
da konfiguracija nije svodiva. Hexovo pravilo se definixe na slede�i naqin:

• Ako je qvor v iz konfiguracije povezan sa ma�e od d(v) − 3 qvorova u
konfiguraciji, on se brixe;

• Ako su dva qvora u i v stepena 5 iz konfiguracije u konfiguraciji po-
vezani me�usobno i jox samo sa jednim istim qvorom x, qvorovi u i v se
brixu;

• Ako je qvor v iz konfiguracije, qijim brisa�em konfiguracija prestaje
da bude povezana, povezan sa ma�e od d(v) − 2 qvorova u konfiguraciji,



25

on se brixe.

Ovim postupkom se dobijaja jedna ili vixe ma�ih konfiguracija. Ukoliko
se ponav	aju�i ove postupke do�e do prazne konfiguracije ili konfiguracije
za koju se zna da nije svodiva, onda ni polazna konfiguracija nije svodiva.

Pored ovoga, Apel i Haken su primetili da ne postoji primer konfigura-
cije koja nije svodiva kod koje va�i m > 3n

2
−6, gde je m red konfiguracije, a n

red �enog prstena. Ova qi�enica �e biti znaqajna pri odre�iva�u neizbe�nih
konfiguracija.

Kako sada znamo kako se proverava da li je konfiguracija svodiva, treba
jox da otkrijemo koje su sve konfiguracije neizbe�ne. Za to se koristi pro-
cedura nazvana pra��e�e. Osnova ove procedure je u Kempeovom radu, gde se
dobija da, kada se svakom qvoru v dodeli naelektrisa�e 6 − d(v), suma svih
naelektrisa�a je 12, xto se dobija iz Ojlerove karasteristike i dvostrukog
prebrojava�a parova (A, e), gde je A, oblast, a e grana, na osnovu koga se dobija
3F = 2E (V −E +F = 2, V −E + 2

3
E = 2, V − 1

3
E = 2, 6V −

∑
v∈V d(v) = 12). U

nastavku procedure se naelektrisa�a preraspore�uju po qvorovima, me�utim
�ihova suma treba da bude konstantna. Kenet Apel i Volfgang Haken su una-
predili proceduru pra��e�a upravo kako bi dokazali ovu teoremu.

Svakom qvoru v je dode	e�o poqetno naelektrisa�e 60(6−d(v)). Suma svih
naelektrisa�a je, kao xto smo primetili, pozitivna. U ovoj proceduri, za
svaku granu koja povezuje qvor v stepena 5 sa qvorom u stepena strogo ve�eg
od 6 prebacujemo naelektrisa�e 30 sa v na u. Mo�e se primetiti da �e novo
naelektrisa�e qvora v biti pozitivno samo ako je ispu�en neki od slede�ih
uslova:

1. d(v) = 5 i v u susedstvu ima najvixe 1 qvor stepena ve�eg od 6;

2. d(v) = 7 i v u susedstvu ima bar 3 qvora stepena 5;

3. d(v) = 8 i v u susedstvu ima bar 5 qvorova stepena 5;

4. d(v) = 9 i v u susedstvu ima bar 7 qvorova stepena 5;

5. d(v) = 10 i v u susedstvu ima bar 9 qvorova stepena 5;

6. d(v) = 11 i v u susedstvu ima 11 qvorova stepena 5;

Kako posle svake promene raspodele naelektrisa�a ukupno naelektrisa�e
ostaje neprome�eno, odnosno pozitivno, jasno je da je bar jedan od uslova od 1
do 6 ispu�en. Sada je ci	 da za svaki od ovih sluqajeva na�emo skup U koji
pokriva neki od ovih sluqajeva, odnosno ako je jedan od uslova ispu�en, tada
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je bar jedna konfiguracija iz U prisutna. Oqigledno je da su sve takve konfi-
guracije iz U neizbe�ne. Me�utim, ovakva procedura ne obezbe�uje da su sve
konfiguracije iz U svodive. Zato uvodimo unapre�e�a u posmatranu proce-
duru. Jedno od tih unapre�e�a je da se pojedinim granama promeni koliqina
naelektrisa�a koja se �ima prenosi na, na primer, 20, 25 ili 60 u nekim slu-
qajevima. Ovo otkla�a pojedine nesvodive konfiguracije iz skupa U , me�utim,
dodaje nove uslove pod kojim naelektrisa�e qvora v mo�e biti pozitivno na-
kon preraspodele, pa se stoga mogu dobiti nove konfiguracije u U koje nisu
svodive. Me�utim, ispostav	e se da sve te konfiguracije sadr�e one koje su
bile u U pre izmene procedure. Nastavkom uve�a�a ovih konfiguracija raste
verovatno�a da su one svodive.

Na kraju su Apel i Haken �ihovom slo�enom procedurom pra��e�a do-
bili skup od 1476 neizbe�nih konfiguracija. Uz pomo� Direovog algoritma
i ostalih radova Hexa i Birkhofa, uspeli su uz pomo� raqunara da poka�u
tvr�e�e 1976. godine, qime je ovo postala prva teorema u matematici dokazana
uz pomo� raqunara.
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Zak	uqak

U prvom delu rada smo definisali planarne grafove i dokazali najva�-
nija �ihova svojstva, kao xto su Ojlerova karakteristika, ocena broja grana
i postoja�e qvora stepena ma�eg od 6.

U drugom delu rada je dokazana teorema Kuratovskog metodom koja se ne-
retko koristi u teoriji grafova, ukla�a�em jedne grane i pokuxajem vra�a�a
iste u graf, xto se ispostavi nemogu�im. Opisan je i algoritam koji odre�u-
je da li je graf planaran u linearnoj slo�enosti, a koji se pored toga mo�e
koristiti i za izdvaja�e podgrafa Kuratovskog iz grafa.

U tre�em delu rada je na
”
tradicionalan" naqin dokazana Teorema o pet

boja, a tako�e je prezentovan i Kempeov rad, na osnovu koga su Apel i Haken
dokazali Teoremu o qetiri boje.

Zahva	ujem se mom mentoru Luki Mili�evi�u xto me je, pre svega, zain-
teresovao za teoriju grafova kroz �egova predava�a i xto je bio otvoren za
svaku vrstu pomo�i i sugestije pri izradi ovog rada.
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